prof. Cristescu Felicia TEME RECAPITULATIVE PENTRU SUBIECTUL al IlI-lea BACALAUREAT SI TESTE PROPUSE

TEME RECAPITULATIVE
PENTRU SUBIECTUL al IlI-lea BACALAUREAT

LIMITE DE FUNCTII
Limita unei functii intr-un punct
Fie functia f: D - R, DC R, Xo un punct de acumulare al lui D, xo e R, §1 £ € R
Definitia limitei (Criteriul cu vecinatati )

Functia fare limitad in punctul xo egald cu/ daca pentru orice vecinatate V a lui /, 3 U o vecinatate a lui
xo a.l. pentru VxeD U, x# Xxosdavem f(x) eV.

Limite laterale

Fie f: D — R, DC R, xoun punct de acumulare al lui D'={xeD/ x< xo}, ¢, € R, functia f are limita
la stanga in
punctul xo egald cu ¢ daca restrictia lui f la D’ are limita in xo. Analog la dreapta. Notatii:

Co=1im £ x) sau £5=1M £ (x) sau f (o 0); o= 1im £ (x) sau ly=1m £0x0) saufxos o)
XX X=X, b X 9 X
X < x xTxg x> x 4 oxp

Teorema

Fie f: D - R, DC R, x0 €R un punct de acumulare pentru D astfel incat sa existe limite laterale in Xo.
Atunci functia fare limita in xo < f(x0— ) = f(Xo+ ) siavem lim f(x)=f(x0— () = f (Xo+ ().

Observatie: Limitele laterale se folosesc:
a) in punctele in care o functie definita pe ramuri isi schimba expresia;

b) daca trecand la limita obtinem % ;

c¢) daca domeniul de definitie este restrictiv la xo.
Operatii cu limite de functii

Fie functiile f, g : D—>R, DC R, xoun punct de acumulare pentru D astfel incat sa existe limite in Xo.
Atunci :

1) lm (f+g)(x)= lm f(x)+ lim g(x), (excepticoo — © );

2) lim (fg) (x)= lm f(x) lim g(x), (exceptie0) ;

lim f(x)
. X =X : 1 +
3) lim £ (x) = = lim g (x)#0, (exceptie 9,—00);
o lg lim g(x) x> 0 +o0
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lim g(x)

4) lim (f(X))g(x)=( Em f(x))ﬁx0 , (exceptiel1”,0°,0°).

X2 X

Criteriul majorarii

Fie functiile f, g: D—>R, DC R, xoun punct de acumulare pentru D. Daca:
D) [f(x)-¢|<g(x) si lim g(x)=0 atunci lm f(x)=¢,¢ eR.

2) f(x)=g(x)si lim g(x)=+ oo atunci lim f(x)=+o0.

- Xy

3) f(x) <g(x)si lim g(x)=-o0 atunci lim f(x)=-o0.

- Xy

LIMITELE UNOR FUNCTII STUDIATE

Limitele unor functii elementare
1) Functia polinomiala:
f:R—->R, f(x)=a x"t.+ax+a,, a, #0;
Atunci :
i) lm f(x) = f(x0),V x0eR (xo— punct finit de acumulare)

+o,a,)0

X > o X

ii) lim ()= lim a, Xn:{_ooa 0

i) lim fo)= lm a Xn:{_oo’a“w;
X - xo>-w " +o,a, (0

2) Functia rationala: f : D —>R, unde

P(x) &,X t..tax+a,

Qx) b x"+..+bx+b,

P(x) _ lim a,x"+..+a,x+a,

D=R\{x/Qx)=0} f(x)= ,unde P(x) si Q(x) sunt functii polinomiale;

Atunci : lm f(x) = lim

,V Xoe R (xo— punct finit de acumulare)

X2 X o Q(x) b x"+..+bx+b,
este :
L Pxg) .
i) ——=daca Q (x0)#0;
Q(xy)

i1) daca P (x0) =0 si Q (xo0) = 0 se simplificd, in prealabil, cu factorul x —xo ) # si apoi se trece la
limita;

1i1) se calculeaza limitele laterale daca P (x0)# 0 s1 Q (x0) = 0;

0 ,dacan{m

n

a dacan=m
vy lim P 1%

eQx) | ’

—oo,dacan)ym sia,b, (0

+oo,dacanym siab, )0
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v) lim P _

—oo,dacan—m =2ksia,b, (0
S Q)

—oo,dacan-m=2k—-1sia,b, )0
+oo,dacan—m =2k sia b, )0

+oo,dacan—m =2k —-1sia,b, (0

3) Functia radical : f: D—>D, f(x) = Vx ,neN,n >2 siunde D =[0,) dacd n este par si D = R daca
n este impar;
Atunci :

1) exponent par: f: [0,00) —[0,0), f(x) = 2{1/;’

i1) lim 2{1/; = z\n[x() ,X0e[0,0);

X—)XO

N
i) lim VX =+ oo;

ii) exponent impar: f: R—>R, f(x) = 2“%,

.. . 2n+l 2n+],
ii1) lim il = "WXo , xoeR,

X o Xy

. : 2n+l

ii2) lim X =+ o,
X—>00

.- : 2n+],

iiz) im "X =— oo;
x——

4) Functia exponentiald: f: R —»(0,0), f(x)=a*,a>0si a=1;
i) lma*=a™,
{0, a (0,1

+o0, ayl

1 X 0,a)1
iii) lim a* = :
Iy +oo,a € (0,1)

i) lim a* =

X—>+0

5

5) Functia logaritmica: f: (0,0)— R, f(x) = log,x, a>0 si a=1;

i) lm log, x = log, Xo, Xo€ (0,0),

I—)XU

. + o0, 0,1
i 11_I)Ilologax={ o, ae( ),
x) 0

iii) lim log, x = {

X—>+0

—o0, ayl

-0, ae€(0,l)
+o0, ayl ’
6) Functiile trigonometrice directe:
a)Sinus : f:R—[-1,1], f(x) = sinx,

i) lim sinx =sinxo, pentru xoeR,

X—}XO

il) nuare limitd pentru x — £ o0;
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b) Cosinus : f:R—[-1, 1], f(x)=cosx,
i) lim cos x = cos xo, pentru xoe R,

X X

i1) nu are limita pentru x — £ o0;

¢) Tangenti : f:D—R, f(x)=tgx = - , unde D=R\{(2k+1)£/xez},
COS X 2

1) lim tgx = tgXo, CuUXoe D= R\{(2k+l)—/er}

X—}XO

i1) nu are limitd pentru x — £ oo;
1i1) limite laterale:

fo xif
x 1 (2keD x4 (2ke)

d) Cotangenti : f: DR, f(x)=ctgx =% unde D=R\{kn/x e Z};

s X

i) lm ctgx = ctgxo, cuxoe D=R\{kn/er},

X 2 X
i) nu are limitd pentru x — £ o0;
iii) limite laterale:

a)g llm ctgx =—o0, fd— 1¢m ctgx =+ 003

b) ﬂsz lim ctg x =—o0, fd: lim ctgx =+ o ;
x T kn x{kn
6) Functiile trigonometrice inverse:

a) Arcsin : f:[-1, 1]>[— %, 7], f(x) = arcsin X;
2 2

lim arcsin x = arcsin xo, Xoe[-1, 1]

X = X

b) Arccos : f:[-1, 1]—[0, =], f(x) = arccos x;
lim arccos x = arccos xo, xoe[-1, 1]

c)Arctg: f:R—>(—T,T), f(x)=arctgx;
2 2

lim arctgx = arctg xo, XoeR,

X9 X

lim arctgx =—7, lim arctgx = +7;

—

X > - 2 X > o 2

d) Arcetg: f:R—(0, n), f(x)=arcctgx;
lim arcctg x = arcctg xo, XoeR,

X—}XO

lim arcctgx =n, lim arcctgx =0.
X > ©

X -
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Limite tip

1) lim &

X—>+ 0 xn

=+ 00, a>1,

Observatie: Functia exponentiald tinde mai repede la + oo decét orice functie putere.

DM — 3 m @S im B =1 5 im A
x=0  x x—0 X x>0 x x—0 X
: 1Y . (1+x) =1 . a' -

6) hm(1+—j =e, 7) hm( X) =1,8) lim—ln(l+x):1,9) lim =Ina, a>0, a=1;
X—>0 X x—0 X x—0 X X=X X

Limitele tip ale functiilor compuse

i : . tef
1)1imsm—f(x):1, 2) hmle, 3) lim gf(x) —1, 4) hm%f(x): 1,
ERCOAC)) R L CY) o FX) on ()
f(x) r
 (+f
5) lim(1+ ) =e, 6) hmﬂzr,ﬂ limmzl,
ERcAEY eS| o flx) ox o f(x)
Fx) _
$) lim 23— ' —Ina, a>0, axl:
X—X, f(X)

f(x0)=0

ASIMPTOTELE FUNCTIILOR REALE

Asimptote orizontale
Fie functia f: D—>R, DC R, dacd + o este punct de acumulare pentru D si daca 3 lim f(x)=/¢ eR,

atunci dreapta y = ¢ este asimptota orizontala catre + co; analog spre —oo;

Asimptote oblice
Fie functia f: D—>R, DC R, dacd + o este punct de acumulare pentru D, dacdd m = lim ) e R i
40 x
n=Ilim [ f(x)-mx ]eR, atunci dreapta y=mx +n este asimptoti oblici spre + oo; analog spre —oo;

Asimptote verticala

Fie functia f: D >R, DC R, daca x¢ este punct de acumulare pentru D si
—daca )lcl_gl f(x) este infinitd (+ oo sau—o0) atunci x =X este asimptota verticali la stinga;
(0]
x{xQ

—daca ILm f(x) este infinitd (+ oo sau —o0) atunci X =Xo este asimptota verticala la dreapta;
X—>Xq

X)) xQ

— dreapta x = xo este asimptota verticala daca este asimptota la stanga si la dreapta.
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Observatii:

1) Asimptotele orizontale exclud asimptotele oblice si invers;

2) Asimptotele verticale se studiaza la capete de interval deschis numar finit;
3) Functia polinomiala nu are asimptota orizontala;

4) Asimptotele orizontale si oblice pot fi intersectate de graficul functiei;

5) Asimptotele verticale nu pot fi intersectate de graficul functiei.

FUNCTII CONTINUE

Definitie: Fie functia f: D—>R, DC R, si xoe D, functia f este continua 1n xo daca exista limita functiei
finxosi lim f(x)=f(xo0), sau L5 =Ly =f(x0);

Observatie:
1) Daca x¢ este un punct izolat a lui D atunci conditia de continuitate este automat verificata;
2) Daca functia f este continua in fiecare punct al mulfimii D, atunci ea este continua pe multimea D.

Continuitate la stanga , continuitate la dreapta

Fie functiaf: D—->R, DC R, sixoeD,

— functia f se numeste continua la stanga in xo daca exista limita la stanga
f(x0-0) st f(x0-0) =1 (x0);

— functia f se numeste continua la dreapta in xo daca existd limita la dreapta
f (xo+ 0) si f(xo+0)="f(x0);

Puncte de discontinuitate
— Daca functia f nu este continua in Xo ea se numeste discontinua in xo;
— Un punct x¢ 1n care f nu este continua se numeste punct de discontinuitate de prima speta (sau
punct de discontinuitate de speta intai) daca in xo punct de discontinuitate de speta intai) daca in xo
functia are limite laterale finite si diferite;
— Un punct xo 1n care f nu este continud se numeste punct de discontinuitate de speta a doua daca
nu este de prima speta;

Teoreme

1) Orice functie monotond poate avea cel mult puncte de discontinuitate de speta intai ;
2) Functiile elementare sunt continue pe domeniul maxim de definitie;

Functii continue pe intervale
Fie functia f: D —R, o functie marginitd pe D §i m = ing f (x) s1 M = sup f (x) marginile ei,
xe xeD
functia f'is1 atinge marginile daca 3a €D ai m=f(a)sidIpBeD ail M=f(p).

Proprietatea lui Darboux(a valorilor intermediare)

Fie IC R un interval , functia f: [ - R are proprietatea lui Darboux pe intervalul I daca pentru
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V x1, X2e, cu x1<x2 §1V c situat intre f (x1) si f(x2), atunci 3 § e(x1,x2) a1l f(&)=c.
Observatii:

1) Proprietatea lui Darboux caracterizeaza o functie care transforma un interval intr — un interval;
2) O functie poate avea aceasta proprietate fara sa fie continua;
3) Orice functie continud pe un interval are proprietatea lui Darboux;

Lema

Daca ¢: [a, b]— R este continud pe [a, b] s1 ¢ (a) ¢ (b)< 0 atunci 3 cel putin un punc § <(a,b)

al ¢o(&)=0.
Corolar 1

Daca functia f este continud pe un interval I si nu se anuleaza pe I, atunci f pastreazd semn constant
pel;
Corolar 2

Daca f este continua pe un interval I, atunci multimea valorilor functiei f (I) este de asemenea un
interval;
Teoreme

1) Daca f este monotond pe un interval I si f are proprietatea lui Darboux pe I atunci f este continua
pel;

2) Fie f o functie continua pe un interval I i J = f (I) atunci functia f : I—J este bijectiv< este
strict monotoni si in acest caz £ ': J— 1 este continui si strict monotona.

Functii continue pe intervale — aplicatii la rezolvarea unor ecuatii

Folosind lema rezultd ca ecuatia f (x) = 0 are cel putin o solutie intr-un interval (a,b) daca f este
continud pe [a, b] si f (a) f(b) < 0,

Functii continue pe intervale — aplicatii la stabilirea semnului unei functii
Din Corolarul 1, dupa determinarea radacinilor (zerourilor) unei functii continue, pe fiecare
interval, in parte, este suficient sa calculam o valoare a functiei pentru a stabili semnul pe acel

interval.

FUNCTII SPECIALE
Functia lui P.L. Dirichlet

LLxeQ

Fie functia : R—>R, f(x)= 0.xeR-Q
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Functia lui Riemann

0,dacax =0sauxeR -Q

Fie functia: R >R, f(x)= l

,dacéx:B,qu',peZ,(p,q):l
q q

Functia lui Heaviside

0,x(0

Fie functia: R >R, f(x) =
,x>0

FUNCTII DERIVABILE

Definitie: Fie functia f: DR, DC R, xoe D punct de acumulare a lui D. Functia f este derivabila
in Xo :

f(x) —f(x,)

—daca 3 lim R;

DN X =X,
. f(x)-f(x — )

—daca 3 lim M e R functia are derivata in punctul xo.

X—- XU X — XO
T - f(x) .
Notam lim ————== f'( x¢) care este derivata functiei in xo.
D X =X,
Observatii:

1) Daca derivata f'( xo) este —ocosau + oo atunci functia f nu este derivabila in Xo.
2) In punctele izolate nu se pune problema derivatei;
3) Daca functia f este derivabild in fiecare punct al domeniului D atunci ea este derivabild pe D.

Derivate laterale

Fie functia f: D—R, DC R, xoe D punct de acumulare a lui D n (-0, Xo) .

i f0-f(x) o

—Daca 3 f! (x0) = e R , ea se numeste derivata la stinga in xo.

1
T x X—X,

f(x)—f
_ Daca 3/ (x0) = lim 1 =1)
x 1 ox, X =X,

eR, atunci f este derivabila la stanga in xo.

— Analog derivata la dreapta.
Teoreme

1) Orice functie derivabila intr-un punct este continud in acel punct.

2) Daca functia f: D — R este derivabild in xoe D atunci f este derivabild atat la stanga cat si la dreapta
in xo si f (x0) = f§ (x0) = f'(X0);

3) Reciproc daca f este derivabila atat la stanga cat si la dreapta in xo 5i, avem f! (xo) = f; (Xo) atunci

functia f este derivabild in xo si f'( xo0) =f! (x0) = f} (X0);
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Tangenta la graficul functiei

Daca f este derivabila in xo, atunci f'( xo) reprezinta panta (coeficientul unghiular) tangentei la graficul
functiei in punctul M(x,,y,), y, =f(x0) si f'(x0)=tge .
Ecuatia tangentei la graficul functiei este : Y-y, =f'(x0) (x—x0).

Observatii:
1) Daca f'( xo) este infinitd atunci tangenta la graficul functiei este paraleld cu axa Oy.
2) f! (xo0) reprezinta panta semitangentei la stdnga 1n Xo sif; (Xo) reprezintd panta semitangentei

la dreapta in Xo.

REGULI DE DERIVARE

) (f+g) =f'+g';
2) (f-g) =f_g';
3) (f-g) =f'g+fg';

3’) (cf) =cft’;
. (gj':f'g;fg’,
o g2 5

/

!
(1) —&
4") {—] = 25
g) &
5) derivata functiei compuse (fog)' = f'(g)g’;

6) derivata functiei inverse (f') (y,) = ﬁ ,unde y, =1 (x0) si f'(x0)#0.
X9
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Tabelul derivatelor functiilor

Functia Derivata Multimea pe care Functia compus: Derivata
functia este
derivabili
C (constanta) 0 E - -
X I I'4 ] ”I
a” n-x""' I u" nou""u
x rox (0 +a0) u’ rouu
N~ i (0:2) % i
2Jx 2Ju
Inx l (0;+0) Inu(u=0) | .
- — U
X I
e e i3 e" e -u
a (a>0a=1) a*-Ina E a'(a>0a=l) a'-Ina-u
sinx COS X R sin (cosu)-u
COS x —sinx R cosu (—sinu)-u
1gx 1 = . ' tqu 1.
; I.H—J—rfcsr-‘fcei.’{l —u
cos” x l 2 | cos u
clox Ll =71 clou .
£ B 1 R—{kx/ked] g B _1 "
sin” x sin’ u
arcsin.x 1 (—1L1) arcsinu l .
— ——
l—x° 1—u”
arccos x | (—L1) arccosu | .
— 1:"
1-x* qll —u’
arctgx 1 E arcigu | .
- — -1
1+x° l+u”
arcctgx 1 ® arcelgu 1 _
- 5 -l
1+ x° |+ 0"

Derivate de ordin superior

Fie functia f: D> R, DC R, derivabild pe D rezulta f': D — R, functia f este derivabila de doua

ori in xoe D daca functia f’este derivabila in Xo. Derivata functiei f’ in xo se numeste derivata de
ordinul doi a functiei f in Xo i se noteaza '’ ( Xo) , deci :

! !
- lin TG
T X=X,
Notam derivatele de ordinul:
trei —cu: f'"’,
patru — cu: f(4) ,
cinci — cu: £,

n—cu:f™.
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REGULA LUI L’HOSPITAL

Regula lui I’Hospital — pentru cazurile :% si ®
o0

Fie functiile f,g : I\{ xo} =R, X0 un punct de acumulare al lui I, daca:
1) f, g sunt derivabile pe I\{ xo};

2) g(x) #0V xel\{ xo},

3) rllmv f(x) =an3 g(x) =0, sau

) In [f(0)=in Je(x)] = -

$31n Ty (0 R) atunci
T gl(x)
3 i 1) g gy L0y TO)
Crgx) o omegx) e gl(x)
Observatie:

1) Reciproca teoremei lui I’Hospital nu este adevarata;

< o 1. o . D . . 0 00
2) Daca dupa aplicarea regulii lui ’Hospital nu se elimina nedeterminarea din cazul — sau—se
o0

verifica 1in continuare conditiile din teorema si se repeta calculele.
3) Aplicarea regulii lui I’Hospital nu este Intotdeauna avantajoasa si in aceste conditii se recomanda
folosirea ei in combinatie cu limitele tip de la functii.

Regula lui I’Hospital — pentru cazul: 0-

. : 0
Daca lim f(x)=0si lim | g(x)| =0, scriem : fg=_"_ sau fg =2 si am redus calculele la cazul °
X=X X X, 1

r
1
g f
e o)
respectiv. —;
o0
Regula lui I’Hospital — pentru cazul: co—oo.

1 1
Daca lim f(x)= oo si lm g(x)=o0, scriem:f-g = 8 f gjam redus cazuloo—oo la %;
X Xy X— X 1
fe
sauf—g="of (1 - %) situatie in care calculim lim %X; cu regula lui I’Hospital si revenim la calculul
X x X
limitei.
Daca lim 80 _ 1 suntem in cazul 0.
90X f(X)
0 1-£
Recomandam calcularea limitei prin reducerea la formaa adica lim S .
X Xy 1
S
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ROLUL DERIVATELOR iN STUDIUL FUNCTIILOR

ROLUL DERIVATEI INTAI iN STUDIUL FUNCTIILOR
Intervalele de monotonie

1) Daca f'(x) >0, V xel atunci functia f este monoton crescatoare pe I;
2) Daca f'(x)< 0,V xel atunci functia f este monoton descrescatoare pe 1.

Punctele de extrem

Daca pe un interval I derivata intai este strict pozitiva (+) la stanga lui xo si strict negativa (—) la
dreapta lui xo, atunci xo este punct de maxim local al functiei f
+ + + 0 - - -
72 M N
punct de maxim
Daca pe un interval I derivata Intai este strict negativa (—) la stanga lui Xo si strict pozitiva (+) la
dreapta lui X , atunci xo este punct de minim local al functiei f.
- - -0+ + +
N m
punct de minim
Observatii:
1) Punctele de maxim local sau minim local se numesc puncte de extrem local.
2) Daca derivata intai are acelasi semn de o parte si de alta a lui xo (+ 0 + sau — 0 —) atunci Xonu
este punct de extrem al functiei f.

ROLUL DERIVATEI A DOUA IN STUDIUL FUNCTIILOR
Convexitate si concavitate

1) Daca f”’ (x) =0, V xel atunci functia f este convexa pe [;
2)Daca f”’ (x)< 0,V xel atunci functia f este concava pe 1.

Punct de inflexiune

Daca pe un interval I derivata a doua este strict pozitiva (+) la stanga lui xo si strict negativa (—) la
dreapta lui xo (sau invers), atunci xo este un punct de inflexiune al functiei f.

+ + + 0 - - -
U 1 N
punct de inflexiune

- — -0 + + +
N 1 )

punct de inflexiune

Observatie:

Fie functia f: I =5 R, o functie de doua ori derivabila pe I si fie xo un punct de extrem local din
interiorul intervalului I (f° (x) = 0) atunci:

1) Daca f *’(x) > 0, atunci xo este un punct de minim local;

i1) Daca f *’(x) < 0, atunci X este un punct de maxim local.
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PRIMITIVE

Fie functia f: [ >R, I —intervalul, I ¢ R. = F : I — R este o primitiva a functiei f daca:
1) F — este derivabila;
2)F =f.

Notatie:F (x) =] f(x) dx — integrala nedefinita a functiei f.

Observatie: Integrala nedefinita este o mulfime infinita de functii

Proprietati

1) Fie functia f : >R, [ —intervalul, I < R. si Fi, F> : I — R sunt doua primitive ale lui f (pe 1),
= Fi (x) — F2(x) = c (difera printr—o constantd), V xel si ceR.

2) [ [ f(x) + g(x) ] dx =] f(x) dx + ] g(x) dx — integrala sumei este egald cu suma integralelor

3)] o f(x) dx = o | f(x) dx — constanta iese de sub integrald

Observatie:

[(fa o) a=Ea [rma

4) [ f(x) dx =] f(x) dx + C =F(x) + C, unde C — constanti

5) Fie functia f: [ > R, o functie care admite primitive pe I. Atunci functia f are proprietatea lui
Darboux.

Corolar : Daca functia f: [ - R, nu are proprietatea lui Darboux pe I, atunci functia f nu admite
primitive pe L.

6) Fie functia f: > R. Daca f(I) = {f(x) / xe1}, nu este interval, atunci functia f nu admite
primitive pe intervalul 1.

7) Fie functia f: [ > R, o functie continua pe I, atunci f admite primitive pe 1.
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Tabelul integralelor nedefinite

1
21. fsmzxdx=—£tgx+£‘ 1. fd.r=x+£‘
1 xrt+1
22, = 2. n =
fcnszxdx tgx + C Jx dx n+1+£
2
23. f(1+tg’-.r)dx=tgx+{f 3. dex=%+€
1 1 X—a 2
24, dex_ﬂmlx-}—al-l_c 4, fﬁdl’—i \E-}-C
1 1 x-1 1
——dx = —dx=2yx+ C
za.fxz_ldx s Inf—=7|+C 5. frx Vx
1 1 X
26. fmdx=3mctga+ﬂ 6. f =In|x|+C
1
27. fx2+1dx=ﬂrctgx+£' 7. =—n'n|ﬂ.r+b|+if
1
28.| | ——=dx=In(x+x*+a?)+ C 8. f_ =__.|.[j
| gt = ) 2
1
29| | ——=dx=In|x+x?2—a?|+ C 9. ffnxdx=xr’nx—x+£‘
| =gt e b =a|
1 X
30. fﬁdx=arﬁma+ﬂ 10. fe dx=e*+ C
31. dx = arcsinx + C 1. fe"‘dx=—e"‘+ L
V1 — x?
X a*
32. f—dx =yx*t a*+ C 12, fﬂ"d}(': +C
m Ina
33. f;dx=—1.-'a2— x2+C 13. fsfnxdx= —cosx + C
V-2
2
34. f\."Xz‘Fﬂde:% x2+ﬂ2+%1n(x+\,ﬂx2+a2)+ﬂ 14. fCDSXdX= sinx + C
2
35. fﬁ."ﬁ_qldx:%,#x2_32_%1n|x+,a‘x2_a2|+(j‘ 15. ftgxdx=—1n|casx|+£‘
2
36. f1ll.ﬂ2—x2dx=% az—xz-l-—% arcyini + C 16. fctgxdx= In|sinx| +C
a
37. ff(x} dx= F(x)+C F primitiva functiei f 17. ff'(x] dx= f(x)+C
FZ 2
38, f;r(x]f(x)dx: 2(’*)+c 18. ff x]f’(x)dx=f£x)+£'
39. f—dx—fn|F{x]|+E 19, fix ]d = In|f(x)| +C
F(x) f(x)
n+1
10. f f(x]g’(x)dx=f(x)yfﬂ—ff’(x)gfx]dx 20, f f”(x]f’(x]dx—f +(1) C
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INTEGRAREA PRIN PARTI

Teorema

Fie I un interval. Daca functiile f, g : [ >R, sunt derivabile cu derivatele continue, atunci functiile f ’g si
fg’ admit primitive si are loc relatia: [ fg’ dx =fg — [ f’g dx

Mod de lucru
Alegem Calculam
f f’
g g=[g dx

SCHIMBAREA DE VARIABILA (METODA SUBSTITUTIEI)
Teorema

Fie I, J doua intervale din R si functiile g: 1 —J, f: J >R, cu proprietatile:
1) g este derivabila;
2) f admite primitive (cu F o primitiva a sa).
Atunci functia (fog) g’ admite primitive pe I si avem : | f(g(x))g’(x) dx = F(g(x)) + C

Mod de lucru
1) Notam : g(x) =y (astfel incat sd ajungem la formulele invatate);
i1) Diferntiem : (g(x))’ dx =y’ dy
1i1) Alegem expresiile convenabile pentru a putea forma expresii integrabile cunoscute sub forma
unor formule de integrare;
iv) Deducem primitiva in noua variabila;
v) Revenim la substitutia facuta.

INTEGRAREA FUNCTIILOR RATIONALE
Functiile rationale simple

Dfx)=anx"+ an1x""' +...+ aix +ao

A

) f(x)= (r—a)' ,neN,xelc (—w,a)saux € [c (a, +o0).
Bx+C

3) fix) = ,n e N*,b?—4c¢ <0.

(x* + bx + ¢)"

Teorema de descompunere in functii rationale simple
Oricare functie rationald poate fi descompusa sub forma unei sume finite de functii rationale simple.
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p Al A2 Amk q le_l_cl
[ B k k ) i Ly

A my i=1| x2 +p
x-a, (x-a,) (x—a,) x“+bx+c,

+...F } unde C(x) este catul impartirii polinomului P(x) la polinomul Q(x) atunci

(P +b,x+c)"
cand : grad P > grad Q,iardin P=CQ +R
oo PO R reonate RO
X)=—"7"_=0C(Xx)+ s1 functiel rationale
O(x) O(x) O(x)
Teorema de descompunere in functii rationale simple pentru
QX)=anx"+ an 1X" ' +...+ aix +a=

=an (x—a)kl .. (x = %p) P 2+ bix +ci)l- L. (x2+ bgx +¢q) 9, big? — 4eiq <O.

1 se aplica :

INTEGRALE DEFINITE

FORMULA LEIBNIZ - NEWTON
Fie functia f: [ a, b ] >R, o functie continud, si F : [ a, b ] >R o primitiva a functiei fpe [ a, b ].
Atunci : T f(x)dx=F(x) |, =F(b) - F(a)
a Teorema

Fie functiile f, g: [ a,b ] >R,
1) f — functie continua pe [ a, b];
2) fie A [ a, b], A - o multime finita de puncte de discontinuitate de speta intii pentru functia g ;

b b
3) f(x)=g(x), Vx€[a,b]—-A, atunci: If(x)dx = J.g(x)dx

Proprietati
1) Fie functiile f, g : [ a, b ] > R, doua functii continue pe [a, b] , atunci:

[[f @)+ g@)dr =[ f(r)dx +[ g(x)dx

a

2) Fie functia f: [ a, b ] > R, o functie continua pe [a, b], si A € R atunci :

jlf(x)dx =7lef(x)dx

3) Fie functia f: [ a, b ] >R, o functie continua pe [a, b], si c€ (a, b) atunci (proprietatea de
aditivitate):
b

} f(x)dx = j F(x)dx + j f(x)dx

a c

b
4) Fie functia f: [ a,b]—R, 3 ¢ € (a, b) astfel incat _[ f(x)dx = c(b—a), proprietatea de medie.
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5) Fie functia f: [ a, b ] > R, o functie continua pe [a, b], s1 f(x) > 0, Vx€[a,b ], atunci :

j. f(x)dx >0.
Corolar : fie f, g: [ a, b ] >R doua functii caontinue cu proprietatea f(x) < g(x) Vxe€[a,b].
Atunci: jl f(x)dx < j.g(x) dx
6) Fie functiaf:[a,b]—>R, 0 functieacontinué pe [aa, b], si m < f(x) <M, Vxe[a,b],atunci:
m (b —a) Sjif(X)dx <M (b-a)

7) Fie functia f: [ a, b ] > R, o functie continud, atunci | f | este continua si are loc :

j‘f(x)dx

a

b
< [1/ ()] dx

Corolar : Fie functiaf: [ a,b]—[ 0, +o0) continud pe [a, b] , atunci oricare ar fi intervalul
[c, d] < [a, b] are loc inegalitatea :

[ rds < [ reoas

Definitii: Fie functiaf: [ a,b]—[ 0, +o0) continud pe [a, b], atunci prin definitie:

b [rds =0

ii) [ f()dx = - j F(x)dx

INTEGRAREA PRIN PARTI

Fie functiile f, g : [ a, b ] > R doua functii derivabile, cu derivatele continue, atunci :
b

[70)g' @ dx = fegx) | ¢ — [ £ (0)g)dx

a a

METODA SCHIMBARII DE VARIABILA (METODA SUBSTITUTIEI )

Teorema
Fie [a, b], J doud intervale din R si functiile g : [a, b] —J, f: J >R, cu proprietatile:
1) g este derivabila cu derivata continua pe [a, b];

2) f continud pe J.
g(b)

[£(g)dx = [f(Odt  (vezi modul de lucru)

g(a)
Mod de lucru

i) Notam : g(x) =t (astfel Incat sd ajungem la formulele invatate);
i1) Diferntiem : (g(x))’ dx =t’ dt
iii) Calculam : x =a = t=g(a)six=b = t=g(b)
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1v) aplicdm formula de mai sus.

Observatie:
daca f este functie para

f(=x)= f(x),Vx €[-a,a]
daca f este functie impara

f(=x)==f(x),Vx €[~a,a]

) 2} f (x)dx,{
[ £(rydx = k

APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE

ARIA UNEI SUPRAFETE MARGINITE DE GRAFICE DE FUNCTII

Fie functiile f,g: [ a, b ] — R continue (sau discontinue intr-un numar finit de puncte de
b

discontinuitate de speta intai). Presupunem ca g(x) < f(x) = A= I[ f(x)—g(x)] dx

a

VOLUMUL UNUI CORP DE ROTATIE

b
Fie functia f:[a,b] —> R continuda = V=17 If *(x) dx
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TESTE PROPUSE
SUBIECTUL III BACALAUREAT

TESTUL 1
1) Fie f:[0,00) = R, f(x) = x2++/2x + 1.
a) Aratati ca f este strict crescatoare pe [0,00).
b) Determinati multimea valorilor functiei f.
c) Aratati ca f este convexa pe [0, o).
2) Fie f: R - R, f(x)=xe ™ cosx.

a) Si se arate ci f: f(x) e*dx = —2.

< 2 f(x)
b) Sa se calculeze fl p— dx.
. . .. . ra f{(x) a
c) Sa se determine a€ R, stiind ca f 0 Tosx =3
TESTUL 2

1) Se considera functia f:(1,0) = R, f(x) = x-In(x—1).

a) Sa se calculeze }(1£r11 f(x).
x>1

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f, in punctul de abscisa xo=e¢ +1.

- 1
GoDI® L 250, v x> 1.
X e

c¢) Sa se arate ca
2) Se consideri functia f:R — R, f(x) = e?*+2x> +2.
a) Si se arate ci fol(f(x) — e —2)dx = g

b) Aritati ci f_ll x(f(x) —2x>—2)dx = %'(ez+3e_2).

o .. . ra 1 1
c¢) Determinati a€(0,1) stiind ca f 0 To)—ezx dx= >
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TESTUL 3

1) Se considera functia f:(0,00) = R, f(x)= 12091 "

. fx)—f(2
a) Si se calculeze lim M
Xx—2 X2

b) Sa se arate ca f'este descrescitoare pe (0,00).
c) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale la +oo.

XIl

X241

dx.

1
2) Se considera I,,= f 0

a) Calculati Io.

b) Calculati I;.
. 2

c) Demonstrati ca l2017 - l2o21 = Zo197_1 "

TESTUL 4
1
e . ,Xx<1

1) Se considera functia f:R — R, f(x) = § x*+1

Inx+a,x>1

a) Sa se determine a€ R pentru care f admite primitive pe R.

c) Sa se calculeze asimptota orizontala a functiei f la —oo.

b) Sa se demonstreze ca orice primitivd F a functiei f este convexa pe (1,00).
2) Se considera functia f:(-3,00) = R, f(x) = i

a) Sa se arate c3 fol(x + 3)%f(x)dx = %.

b) Sa se calculeze 2 x?f(x)dx +[ x*f(x)dx.

¢) Sa se determine a€ R stiind ca flaf(x) dx=a+2.

TESTUL 5§

Inx

1) Se considera functia f:(0,00) = R, f(x) = ~

1-Inx
%2

a) Aratati ca f'(x) = pentru orice x € (0, ).
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b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.

c) Aritati ci f(x) < e~ pentru orice x € (0, ).

2) Pentru fiecare numdr natural nenul n se considerd numarul In= [ 01(1 —x)" - e¥dx.
a) Aratati ca [;=e—2.

b) Calculati L.

c) Aratati ca In+1 +1= (nt1)-I,.

TESTUL 6
1) Se considerd functia f:R — R, f(x)=VxZ — x + 1.
a) Calculati f'(x), x€ R.
b) Determinati ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f.

c) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.

2) Se consideri functia f: R > R, f(x) = x> -x+1.
S 5
a) Aratati ca fo f(x)dx = .

b) Pentru fiecare numadr natural nenul n se considerd numarul In f 0 Fdx Aratati cd Inr1 < In,

pentru orice numar natural nenul n.

c¢) Determinati numarul real pozitiv a stiind ca f ) dx In3.
TESTUL 7
. . x+1
1) Se considera functia f: R - R, f(x) = —5——.
xX“+x+1
Si fe ca F'(x)= 2K
a) Sa se arate ca f'(x)= A D?

b) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

c) Sa se studieze monotonia func‘;iei f.

2) Fie sirul (In) , [h=

02

a) Sa se calculeze 1.

< < 1
b) Sa se arate ca 2In+1+ Slh=——.
n+1
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c) Sa se determine a> 0 stiind ca Io= Ina?.

TESTUL 8

e—ZX

1) Fie functia f: R\ {—2} - R, f(x) = ey

2X+5

_ZX . . _
G2z & oricarear fixe R\ {—2}.

a) Aratati ca f'(x) = —
b) Determinati asimptotele functiei f.

c¢) Determinati monotonia functiei f.

2) Se considera functia f: R = R, f(x) = e* —x.
a) Calculati [ xf(x)dx.

b) Aritati céfol(f(x) + x)dx =e—1.

¢) Determinati primitiva F a functiei f pentru care F(2)= e.
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